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В основу кинематического анализа положена методика, описанная в работах [1-3]. Для каждого звена записываем уравнения движения в форме Лагранжа, правильность которых проверяем по условиям отсутствия деформации [4]. Недостающую для однозначного определения всех параметров информацию находим из наложенных кинематических связей.
Четырёхзвенный механизм, схема которого представлена на рис. 1, может быть использован либо для привода других исполнительных органов, совершающих циклические движения, например ползуна, либо как самостоятельный механизм с непосредственным закреплением инструмента на кривошипе или коромысле, как, например, в параллелограмме Чебышева [5].
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              Рис. 1. Кинематическая схема механизма

Кривошип ОА закреплён на приводному валу и передаёт необходимую для движения энергию шатуну АВ, а через него - коромыслу ВО1С с осью О1. Шарниры механизма можно рассматривать как узлы съёма мощности. К каждому из них, как и к другим точкам звеньев, могут быть подсоединены другие потребители энергии, регулировочные или контрольные органы механизма. Исходными данными являются расстояния между осями шарниров Li, координаты “а” и “b” неподвижного шарнира О1, а также угловые скорость 
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 и ускорение 
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 ведущего кривошипа, а следовательно и принадлежащей кривошипу прямой ОА. Уравнения кривых (траекторий), вдоль которых перемещаются различные частицы шатуна и коромысла, могут быть определены с учётом результатов кинематического анализа механизма. Степень приближения этих кривых к заданным, например к прямой в параллелограмме Чебышева, может изменяться с помощью специально предусмотренных регулировочных органов, изменяющих, в частности, расстояния между осями шарниров.
1. Кинематический анализ.
1.1. Общие положения
Уравнения движения частиц различных звеньев механизма можно получить суперпозицией вложенных и наложенных движений. В частности, частицы звена 2 с прямой AB совершают вращательное движение вокруг оси А с координатами (
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) в соответствии с уравнениями
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Локальные обобщённые координаты составляют
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т. е. расстояния между любых частицами звена и их объем в процессе движения не изменяются [1, 4].
На это вращение накладывается поступательное движение центра вращения
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с обобщёнными координатами
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где u и v - компоненты перемещения оси А в рассматриваемый момент времени t>0. При таком движении любой бесконечно малый параллелепипед в составе тела не изменяет своих размеров и ориентации в пространстве. 

Подставляя эйлеровы координаты, определяемые уравнениями (1.1), вместо переменных Лагранжа в уравнения (1.2), получаем уравнения движения частиц звена 2 при совместном вращении и поступательном движении оси 
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которые с учетом 
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В совмещённом движении (1.4), как и в составляющих его движениях в соответствии с уравнениями (1.1) и (1.2), деформация отсутствует, а обобщённые координаты совпадают с приведенными в (1.1а).

Уравнения (1.4) можно получить без использования принципа суперпозиции, непосредственно рассмотрев зависимости между начальными и текущими координатами некоторой частицы М звена 2, расположенной на расстоянии S = АМ от оси шарнира А. Будем считать исходным состоянием, соответствующим началу отсчёта времени t = 0, положение механизма с некоторым значением угла наклона кривошипа к оси “х” равным 
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 значение угла между прямой АВ и осью х. Тогда начальные (лагранжевы) координаты частицы М составят
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В произвольный момент времени t > 0 ось шарнира А займёт некоторое новое положение с координатами (хА, уА), а угол наклона 
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 прямой АВ будет отличаться от начального за счёт возможного поворота вокруг оси А на величину 
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 текущие координаты частицы M можно определить по уравнениям
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Преобразуя правую часть уравнений (1.6) и принимая во внимание соотношения между переменными Лагранжа и начальным значением угла 
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, получим уравнения движения частиц звена 2 в форме Лагранжа 
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Из этих уравнений, как частные случаи, можно получить уравнения движения других звеньев механизма.

1.2. Уравнения движения звеньев механизма
Приводное звено 1 с прямой ОА вращается вокруг оси О, следовательно, в уравнениях (1.4) надо заменить индекс А на О. Но ось О остается неподвижной и совпадает с началом координат (
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) системы отсчёта наблюдателя. Следовательно, для звена 1 получаем
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       Обобщённые локальные координаты 
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отражают только изменение ориентации и положения частиц в пространстве, их размеры остаются прежними, деформация отсутствует, так как ep.= 1, R = 1, Г = 3 [1-2] .

Объём частиц не изменяется
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Уравнения для скоростей и ускорений получены дифференцированием по времени уравнений движения в форме Лагранжа. Для сокращения записей они преобразованы к форме Эйлера, т. е. их аргументами являются текущие координаты частиц.

Ведомое звено 3 вращается вокруг неподвижной оси О1 с координатами (а, b), поэтому вместо (1.4) следует записать
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Локальные обобщённые координаты по форме совпадают с (1.7а).

Для промежуточного звена справедливы уравнения (1.4)
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Значения углов 
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 должны быть определены из наложенных кинематических связей. Так как расстояние между осями предполагается неизменным при работе механизма, величины 
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 определяет система уравнений:
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Дифференцируя эти уравнения по времени, находим соотношения между угловыми скоростями звеньев
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откуда
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Аналогичным образом, после повторного дифференцирования по времени соотношений (1.11), находим систему линейных уравнений для угловых ускорений звеньев АВ и ВС 
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Если воспользоваться для краткости записей обозначениями
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тогда решение последней системы можно записать в виде 
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Систему (1.10) можно привести к одному уравнению с одним неизвестным. Для этого преобразуем её к виду
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где 
[image: image76.wmf]j

cos

1

L

a

P

-

=

, 
[image: image77.wmf]j

sin

1

L

b

Q

-

=

. Суммируя квадраты обеих частей уравнений, получаем


[image: image78.wmf]2

2

)

cos

(

y

L

P

-



EMBED Unknown[image: image79.wmf]2

3

2

2

)

sin

(

L

L

Q

=

-

+

y

 ,                   (1.10в)

или, после раскрытия скобок и приведения подобных,
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Преобразуя левую часть к тангенсу половинного угла, приходим к квадратному уравнению
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решение которого имеет вид
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После определения углов 
[image: image83.wmf]y

 и 
[image: image84.wmf]x

, а также их первых и вторых производных по времени, по уравнениям (1.8) - (1.9) находим текущие координаты, а также компоненты скорости и ускорения любых частиц звеньев 2 и 3 или геометрических точек связанных с ними пространств переменных Лагранжа, в том числе точки С. 


Приведенные выше уравнения позволяют найти все кинематические характеристики движения механизма, включая кривизну траектории, положение МЦС, МЦУ и пр.

1.3. Мгновенные центры скоростей, ускорений и кривизна траекторий


Чтобы найти положение мгновенных центров скоростей (МЦУ), например шатуна АВ, следует решить систему уравнений
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откуда получаем
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Если правая часть представлена через переменные Лагранжа, уравнения (1.18) соответствуют подвижным центроидам, а если через переменные Эйлера - неподвижным. 


Для мгновенных центров ускорений аналогично надо решить систему
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которую с помощью уравнений (1.9) следует привести к виду
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Приравнивая левые части 0, для координат мгновенных центров ускорений получим
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Вид полученных уравнений (1.18) и (1.21) показывает, что координаты МЦС и МЦУ изменяются наиболее динамично, диапазон их численных значений чрезвычайно велик. Следовательно, графические методы определения скоростей и ускорений, подробно рассматриваемые в курсе “Теоретическая механика”, могут привести к большой погрешности результатов и применимы не для всех положений механизма.

Кривизну траекторий в общем случае можно определить по уравнению [1]


 ,                                     (1.22)
где stt - вторая производная от пути (вдоль траектории) по времени



 ,                                    (1.23)



 и  

 - квадраты длин векторов скоростей и ускорений, соответственно


 ; 

  .                                (1.24)


Выбирая произвольную частицу или точку пространства переменных Лагранжа соответствующего звена, по уравнениям (1.22) - (1.24), можно найти кривизну её траектории в любой момент времени. Для задачи Чебышева этот результат будет характеризовать степень приближения к прямой линии на различных участках траектории.

2. Динамический анализ.
       Зная распределение масс и кинематические характеристики элементов механизма в каждый момент времени, можно провести его полный динамический анализ и последующий расчёт на прочность.

2.1. Общие положения

Для динамического анализа необходимы дополнительные данные о положениях центров масс звеньев Ci в начальный момент времени 
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Одним из наиболее важных этапов динамического анализа является определение изменений и абсолютных значений кинетической энергии и энергии внешний воздействий.

Так как скорости и ускорения всех частиц механизма известны, кинетическую энергию каждого из звеньев находим по уравнениям


[image: image96.wmf]E

m

v

J

ki

i

Ci

i

t

Ci

=

+

0

5

0

5

2

2

,

(

)

,

(

)

,

j

 ,                            (2.1)

где 
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 - линейная скорость центра масс, 
[image: image98.wmf]j

i

t

,

 - угловая скорость вращения i - го звена. 

Приращение кинетической энергии можно записать через приращения линейных и угловых перемещений 
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множители которых определяют обобщённые силы инерции, приведенные к центру массы,
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где 
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 - линейные (в направлении оси xj) и угловые ускорения i - го звена. В соответствии с принятой в работах [1-4] терминологией, величины Fj будем называть силами инерции, а Mj – моментом пары сил инерции. Они позволяют вычислить мощность инерционных сил на скоростях соответствующих центров масс и составляющие инерционных усилий в шарнирах. 

Общее энергетическое тождество и общепринятое определение обобщённых сил [1-6] допускают существование “сосредоточенных сил” 
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, скорость перемещения точки приведения которых либо равна нулю (неподвижные опоры механизма), либо направлена ортогонально, т. е. по нормали к силе. В обоих случаях приращение энергии внешних воздействий от сил 
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В отличие от активных сил 
[image: image108.wmf]j
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 силы Nj , которые не изменяют энергию внешних воздействий, будем называть пассивными. 

 Реактивными будем называть силы, которые возникают вместе с пассивными, образуют с ними пару сил и компенсируют действующие в пределах каждого звена шарнирного механизма моменты инерционных и активных сил (см. ниже).


Аналогичным образом образуемые внешними силами моменты будем подразделять на моменты пассивных, реактивных и активных сил. Первые из них возникают на контакте ползуна и направляющих (например, в кулисных или кривошипно - ползунных механизмах), когда полюс (точка приведения) технологических усилий или центр массы ползуна не совпадают с осью шарнира. Возникающий при этом момент не имеет возможности поворота и уравновешивается парой сил, ортогональных направлению движения ползуна. Для каждой из них приращение энергии внешних сил равно 0.


Моменты реактивных сил возникают в совершающих плоско – параллельное движение шатунах, например кривошипно - ползунных механизмов. Пассивная сила приложена к оси крепления шатуна с ползуном и направлена ортогонально направляющим, реактивная -  к оси крепления шатуна с кривошипом (коромыслом), направление скорости которой в общем случае не ортогонально направлению этой силы. Следовательно, в каждый момент времени для неё можно определить приращение энергии внешних сил либо через произведение момента этой пары сил на приращение угла поворота кривошипа, либо через скалярное произведение вектора реактивной силы на вектор скорости оси кривошипа (коромысла) относительно оси ползуна.

При вращательном движении коромысел также следует заменять моменты внешних и инерционных сил парами реактивных и пассивных сил, последние из которых должны быть приведены к неподвижной опоре.


Моменты активных сил и сил инерции следует рассматривать всякий раз при изменении точки их приведения.

В дальнейшем, наряду с (2.3), будут использованы следующие обозначения (нижний прописной символьный индекс при обозначении сил и моментов указывает точку их приведения):
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 - соответственно пассивные, реактивные и активные внешние силы, приведенные к точке К;
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 - полная сила (сумма активных, реактивных, пассивных и инерционных сил); 
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или скалярной форме
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В шарнирных механизмах создаваемый внешними и инерционными силами момент компенсируется парами (в составе пассивных 
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 и реактивных 
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) сосредоточенных сил, приведенных к осям смежных шарниров, равнодействующая которых равна 0:
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здесь hM,K – кратчайшее расстояние между линиями действия сил  
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. Если координаты точек приведения обеих сил известны, тогда
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Направление пассивных и реактивных сил ортогонально скорости точки приведения пассивной силы и если оно ориентировано по отношению к оси х под углом 
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Система уравнений (30а) - (30b) позволяет однозначно определить модуль
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или
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Чтобы определить проекции этих сил с точностью до знака, следует решить систему уравнений
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первое из которых обеспечивает численное равенство приращения энергии за счёт “сосредоточенного момента” 
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 на соответствующем повороте 
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 твёрдого тела, содержащего точки К и М, и реактивной “сосредоточенной силы” 
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 точки её приведения К . Второе уравнение соответствует определению “пассивной” силы, точнее ортогональности силы 
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 и вектора скорости точки ей приведения М. Только в этом случае остаётся без изменения приращение энергии внешних сил, подводимых в звену с прямой КМ, через шарнир М.


Переходя к проекциям сил и используя зависимость между скоростями точек К и М в общем случае плоско - параллельного движения
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 можем записать
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откуда следует система линейных относительно 
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решение которой имеет вид
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где 
[image: image148.wmf]D

 - основной определитель системы (2.11)
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В частном случае, когда обе точки принадлежат телу, вращающемуся вокруг неподвижной точки (a, b), например коромыслу О1В, вместо уравнений (2.9) следует использовать соответствующие соотношения 
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или
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Система (2.11) принимает вид
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с решением
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Возможен ещё один частный случай, когда требуется определить пассивную силу в неподвижной опоре, т. е. опора М неподвижна, например опора О1 для кулисы О1В. В этом случае также вместо уравнений (2.9) следует использовать соотношения (2.14) для вращательного движения относительно неподвижной точки. Но второе уравнение из системы (2.11) выполняется тождественно. Это естественно, так как на неподвижной опоре любая сила не производит мощности. Тогда решением является любая из множества сил, приведенных к полюсу К, которая удовлетворяет уравнению
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В качестве простейшего следует принять решение, когда сила 
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и для проекций


[image: image162.wmf](

)

|

|

cos(

/

)

R

R

x

K

K

MK

=

-

-

j

p

2

 ; 
[image: image163.wmf](

)

|

|

sin(

/

)

R

R

y

K

K

MK

=

-

-

j

p

2

 .             (2.16)

Любая дополнительная проекция силы на это направление приводит к деформации радиального сжатия коромысла, но в рамках модели абсолютно твёрдого тела не приводит к изменению передаваемой энергии. С энергетической точки зрения величины сил, приведенных к неподвижным опорам, не могут быть определены однозначно без учёта деформации тела.

2.2. Кинетическая энергия звеньев механизма и усилия в центрах масс

Ниже предполагается, что технологические силы 

 приложены к полюсам Pi для каждого i - го звена с координатами Лагранжа (xPi, yPi), в процессе движения изменяются по заданному закону, а центры масс звеньев имеют координаты Сi (xCi, yCi) и не обязательно расположены на прямых, соединяющих оси шарниров.

Кинетическую энергию каждого из звеньев определяем по уравнениям (2.1)



 ;                            (2.17a)



;                       (2.17b)


 ,                        (2.17c)
а обобщённые силы инерции - по уравнениям (2.3)


 ; 

 ,  

 ;                        (2.18а)



 ; 

 ,  

 ;                        (2.18b)



 ; 

 ,  

 ;                        (2.18c)

которые следуют из приращения функций (2.17) на приращениях линейных и угловых перемещений. Так как скорости и ускорения всех точек, включая центры масс, известны, расчёт энергии и обобщённых усилий (2.18), приведенных к центрам масс, не представляет трудностей.


По изменению кинетической энергии механизма в целом можно достаточно просто определить момент холостого хода на приводном валу. Изменение технологических нагрузок на различных этапах цикла должно быть определено с учётом особенностей выполняемых операций, свойств материала и других факторов.

2.3. Расчёт усилий, приведенных к осям шарниров 


Для расчёта усилий в осях шарниров следует воспользоваться методом последовательной замены (отбрасывания) звеньев механизма эквивалентными по приращению энергии их математическими образами - “сосредоточенными” обобщёнными силами  и моментами.


В частности, чтобы определить силы в шарнире В, необходимо представить приращение кинетической энергии звена 3 (коромысла) и работы технологических сил 

 через компоненты скорости точки В


 = 

 .             (2.19)


С учетом уравнений () и () получаем



 ; 

 ; 



. (2.20)


Даже вблизи шарнира В “сосредоточенный” момент, например для определения напряжений в объеме коромысла вблизи этого шарнира, следует определять по уравнению (2.20). Однако шарнир В не может передавать момент и поэтому в самом шарнире энергетический эквивалент этого момента должен быть заменён скалярным произведением “сосредоточенной” реактивной силы 

 и смещения оси 

, т. е. по уравнениям (2.16)



 ; 

 .     (2.21)


Одновременно в неподвижной опоре О1 возникает пассивная сила с компонентами



 ; 

 ,     (2.21а)

которые отличаются от (2.21) лишь знаком.


Если рассматривать звено 3 как изолированное тело, тогда у приведенных к оси шарнира В обобщённых сил, включая момент МВ, следует изменить знак. Совместно с другими (технологическими и инерционными) силами, приведенными к полюсам P3 и C3, принадлежащим пространству переменных Лагранжа коромысла, они должны удовлетворять условиям статики [5 - 6]. Действительно, для момента относительно оси О1 с учётом (2.20) получаем



   (2.22)

Пассивные силы, равные по величине и противоположные по знаку активным силам 

 в шарнире В, к опоре О1 прикладывать не следует, так как они “уравновешиваются” технологическими и инерционными силами, приведенными в полюсам Р3 и С3.


Однако пассивная сила (2.21a) может быть не единственной для опоры О1, так как в шарнире В будет возникать дополнительная пассивная сила от момента инерционных сил и внешних воздействий в шарнире А.


Действительно, если заменить шатун с приведенными к оси В активными 

 и реактивными 

 силами по аналогии с (2.19) новыми обобщёнными силами



 = 

. (2.23)

тогда сосредоточенный момент MA, который не может передавать шарнирное соединение, должен быть заменён эквивалентной по приращению энергии на перемещениях оси А реактивной сосредоточенной силой 

 , проекции которой можно определить по уравнениям



 ; 



 .            (2.24)


Вектор 

 должен быть направлен ортогонально скорости перемещения оси шарнира В, а в этом шарнире одновременно должна возникать пассивная противоположно направленная сила



 ; 



 .            (2.25)


В соответствии с “условиями статики” эта сила должна изменить значения проекций “сосредоточенных сил” в опоре О1 .  

Таким образом, полные силы составят:

в опоре О1


  ; 

  ,                (2.26)

и в шарнире В



 ; 

 .         (2.27)


В соответствии с принципом равенства действия и противодействия, который вытекает из условия неразрывности приращений перемещений и энергии на любой границе системы движущихся твёрдых тел, в шарнире А как для шатуна, так и для кривошипа полные силы состоят только из активных и реактивных



 ; 

 ,         (2.28)

где активные составляющие определяются по уравнениям 



 ; 

 ;      (2.29)

а реактивные - по уравнениям (2.24) при



             (2.30)

Вал кривошипа с осью О закреплён на приводном валу двигателя и через шпоночное или иное соединение передаёт крутящий момент. Поэтому обобщённые силы, приведенные к оси О, определяем по общим формулам. В частности, для момента на приводном валу получаем



 = 

 .                      (2.31)

где dEk1 - изменение кинетической энергии кривошипа



 .    (2.32)

Входящие сюда момент и силы инерции должны быть рассчитаны по уравнениям (2.18а).


Таким образом, находим полные усилия в точке О 



 ; 

               (2.33)

и крутящий момент на приводном валу 
[image: image164.wmf]O
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который обеспечивает необходимое изменение кинетической энергии всех звеньев механизма при рассматриваемом законе движения и затрат энергии на выполнение технологических операций.
Этот же результат можно получить путём преобразований каждой составляющей из общих затрат энергии непосредственно к оси О. 

В обоих случаях анализ сводится к последовательному преобразованию изменений энергии с заменой приращений линейных и угловых координат при переходе от одной оси к другой. 
Общий момент на приводном валу будет равен сумме составляющих от всех инерционных и технологических сил, возникающих в процессе работы механизма с заданным законом движения приводного звена, который может предусматривать как равномерное его вращение (
[image: image165.wmf]j

tt

= 0), так и этапы разгона или торможения.

Если технологические силы отсутствуют, величину крутящего момента на приводном валу 



                                             (2.35)

определяет только изменение кинетической энергии механизма.
ПРИЛОЖЕНИЕ:

1. Распечатка программы, таблицы результатов и графики для задачи Чебышева.

2. Распечатка программы, таблицы результатов и графики для «спарки» как возможного механизма для разделительных операций.
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